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1. PLAN WYKLADU

Wychodzac od miary Lebesgue’a na R™ oraz funkcjonatu energii Dirichleta F(u) :=
% [ |Vul?, operator Laplace’a Au = I, u mozna wyprowadzi¢ jako operator Eulera-
Lagrange’a. Oznacza to tyle, ze dla dowolnej rodziny funkeji u; zachodzi wzor

O, E(uy) = / (Vu, V) = /

Powyzej, jak i+ w dalszej czesci notatek, cicho zaktadam, Ze rozpatrywane funkcje sq odpo-

(Vu, Vo) = —/ Au duu.

n n

wiednio reqularne i zanikajg w nieskoriczonosci na tyle szybko, by uzasadni¢ poprawnosé
rachunkow.

Naturalnym problemem jest potok gradientowy funkcjonatu E, czyli rownanie ciepta (9; —
A)u = 0. Rozwiazanie z warunkiem poczatkowym f mozna wyrazi¢ jawnym wzorem

(Pf)(x) =ult,z) = . f)pi(z,y) dy,

gdzie py(z,y) = (47t) ™2 exp(—|z — y|?/4t). Odnotujmy, ze w tym przypadku p;(z,y) zalezy
wytacznie od x — y, dzieki czemu P, f jest zadane przez splot i zachodzi réwnoé¢ VP, f =
P,V f. Na mocy nieréwnosci Jensena prowadzi ona do nieréwnosci |VP, f|*> < PV f|? i na
oszacowaniach tego wtasnie typu sie teraz skupimy.

Na potrzeby tego wyktadu ograniczymy si¢ do prostego szczegdlnego przypadku, ktory
stanowi dobry model dla bardziej ogélnych rozwazan (o czym dalej). Rozwazmy mianowicie
R™ z miara du(z) = e "® dz. Jedli wprowadzimy jak poprzednio funkcjonat energii E(u) :=
% [ IVul*du, to analogiczny rachunek prowadzi do operatora Eulera-Lagrange’a zadanego
wzorem

Lu = Au — VhVu.

Istotnie, tatwo si¢ przekonac, ze zachodzi tozsamos¢ (V f, Vg) 2,y = — (L[, g) p2(,): W szcze-
gblnosci, L jest operatorem samosprzezonym na L?(u). Jak poprzednio, rozwazymy réwnanie
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(0; — L)u = 01 przyjmiemy za dane, ze rozwiazanie tego rOwnania istnieje i jest zadane przez
jadro catkowe p;:

(Pf)(x) = ult, x) = . FW)pe(x,y) du(y).

Jako interesujace szczegélne przypadki mozna wymieni¢ h = 0 (klasyczne rownanie cie-
pla) oraz h(z) = 3|z[>. W tym drugim przypadku L jest operatorem Ornsteina-Uhlenbecka
Lu = Au—xVu, a P, jest pélgrupa odpowiadajaca procesowi Ornsteina-Uhlenbecka [Led00,
eq. (1.6)]:
Pif(x) = 2m) 2 [ fle™o+(1—e ) Py)e V2 dy.
R’ﬂ

Omoéwimy nastepujace twierdzenie wiazace dolne oszacowania na V2h z oszacowaniami na
gradient rozwiazania rownania ciepta. Rownowaznos$¢ pierwszych dwoéch warunkéw pocho-
dzi z pracy Bakry-Emery [BES4], od ktérej ta teoria bierze poczatek. Warunek (3) zostal
zaczerpniety z [vRS05, Th. 2.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) V?h(z) > K - I dla v € R";
(2) dla feCx, t>0

VP, f(2)]? < e 'P|Vf|*(z) dlax € R,
(3) dla f €C=, t>0
IVPf|loo < e XYV floo dlaxecR™

Warto od razu uprzedzi¢, ze na rozmaitosciach Riemanna analogiczne réwnowaznosci za-
chodza miedzy warunkiem Ric > K-g na krzywizne Ricciego a wlasno$ciami rozwiazania row-
nania ciepta. Jest tez znanych wiele innych rownowaznych warunkéw: podobna nieréwnosé
z |V f| w miejsce |V f]?, nieréwnosci typu Sobolewa, log-Sobolewa, Poincarégo, K-wypuklo$é
dla funkcjonatu entropii. Ich oméwienie mozna znalezé w pracach [vRS05, Wan04, Wan11].

2. ODNIESIENIE DO OGOLNIEJSZEJ TEORII

Dla przejrzystosci wyktadu ograniczymy sie od opisanego wyzej szczegdlnego prostego
przypadku. Warto jednak wiedzie¢, ze idee i techniki tu zawarte sa stosowalne w ogdlniejszym
kontekscie, i to w wigcej niz jednym:

e Te teorie¢ mozna rozwina¢ dla ogdlnych proceséw Markowa z czasem ciggltym — nie
tylko na R™, ale na dowolnej przestrzeni, np. skonczonej. Szczegolty mozna znalezé u Ledoux
[Led00]. Majac proces Markowa X, jego potgrupe P, f(z) = E, f(X;) i miare niezmiennicza
1, wprowadza sie generator Lf := lim;_ W i operator T'(f,g9) = 3(L(fg) — fL(g) —

gL(f)) nazywany carré du champ oraz U's(f,g)5(LT(f,9) —T'(f,Lg) —T'(g, Lf)) (iterowany
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carré du champ). Pozwala to zdefiniowaé dolne oszacowanie na krzywizne K wraz z gbrnym
ograniczeniem na wymiar n poprzez warunek [Led00, Def. 1.2]

Lo(f, f) = KT(f, f) + —(Lf)*

1
n
W przypadku X; = By (ruch Browna na rozmaitosci, z drobng renormalizacja czasu) mozna
si¢ przekonaé, ze L = A, I'(f,g) = Vf - Vg oraz I's(f,g) = V2f - V3¢ + Ric(Vf,Vg).
Warunek powyzej jest wtedy prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy Ric > K - g.

e Jak juz wspomnieli$my: rozpatrujac réwnanie ciepta na rozmaitosci Riemanna (z miarg
objetosci), otrzymujemy analogiczna charakteryzacje dolnych ograniczen na krzywizne Ric-
ciego: Ric > K - g. Ten przypadek jest na tyle klasyczny, ze trudno znalez¢ w literaturze
rozwazania poswiecone konkretnie jemu. Jednak zeby otrzymac¢ odpowiednik Twierdzenia 1,
wystarczy powtorzy¢ rozumowanie zarysowane ponizej, podmieniajac wzér Bochnera (B) na
analogiczny wzor

(0, — A) <;|Vu|2> — _|V2ul? — Ric(Vu, Vu) (1)

zachodzacy dla rozwigzan rownania ciepta. Czton z krzywizng pojawia sie ze wzgledu na
brak przemiennosci pochodnych w nastepujacym rachunku:

(Vu, AVu) = VuV,V,V'u
= VUR), VU + VUuV,V,Vou
= Ricg,e. V*uVUu + VUV, Au
= Ric(Vu, Vu) + (Vu, VAu) .

Otrzymang rownos$¢ mozna wyprowadzaé na rozne sposoby. Powyzszy rachunek wykorzystu-
je abstrakcyjng notacje indeksows Penrose’a; wyjasnienie mozna znalezé w ksigzce Walda
[Wal84, Ch. 2.4].

e Mozna potaczy¢ oba przypadki, rozwazajgc rozmaitosé z metryka Riemanna oraz miarg
e " dvol. Jest to gladki przypadek przestrzeni metrycznej z miarg. Charakteryzacja dolnych
ograniczen na krzywizne Ric +V?h w takim przypadku mozna wtedy wykorzysta¢ do zdefi-
niowania dolnych ograniczen na krzywizne Ricciego dla dowolnych (niegtadkich) przestrzeni
metrycznych z miara. Robi to np. Naber [Nab13].

e Naber [Nabl3] wyprowadzit charakteryzacje obustronnych ograniczen na krzywizne
Ricciego, czyli |Ric| < K, utrzymana w podobnych duchu, cho¢ technicznie duzo bar-
dziej ztozong. W duzym uproszczeniu, gtéwna zmiang jest zmiana dziedziny funkcji: zamiast
f: M — R okreslonej na rozmaitosci M rozwazamy funkcje F': P(M) — R na jej przestrzeni
Sciezek P(M) = C°([0,00) x M, R) (co jest przestrzenia mierzalna nieskoriczonego wymiaru).
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Réwnowazny ograniczeniu | Ric | < K okazuje si¢ m.in. warunek [Nab13, eq. (19)]
IVE, F|* < X2, <|VOF|2 +/ f;eKs/2|vsF|2ds> dla z € M,
0

gdzie E, oznacza wartos¢ oczekiwang wzgledem miary Wienera. Symbolem V F' okreslamy
réwnolegty gradient (parallel gradient); dla kazdego s > 0 jest to skorficzenie wymiarowy
wektor (mozna go utozsami¢ z elementem 7, M) odpowiadajacy pochodnej kierunkowej F
w punkcie v € P(M) i kierunku V € CO(v*T'M). Zadamy, by V(t) =0dlat < s, [V(s)| =1
oraz by pole V' byto réwnolegte wzdtuz v. Ten ostatni warunek wymaga rozwazania stocha-
stycznej wersji przeniesienia réwnolegtego; jako dobry wstep do tej tematyki moze postuzy¢
ksiazka Hsu [Hsu02].

Na zakonczenie tych rozwazan zwroémy uwage na dwa interesujace szczegodlne przypadki.
Dla K = 0 otrzymujemy charakteryzacje przestrzeni Ricci-ptaskich (tj. spetniajach Ric = 0)
poprzez

IVE, F|* < X2 E, |V F)?.

Warunek charakteryzujacy | Ric | < K mozna tez zapisa¢ dla najprostszych funkcji F': P(M) —
R, czyli funkcji postaci F(y) = f(y(t)) dla ustalonego ¢t > 01 f: M — R (taka funkcja z
calej informacji o trajektorii wykorzystuje jedynie potozenie w chwili t). Daje to nieréwnosé
[Nab13, Th. 6.6]

t
VE. /(B[ < M E, (‘Vf(Bt)V o féeKs/ZNf(Bt)leS) ,
0

czyli doktadnie nier6wnos¢ z Twierdzenia 1 charakteryzujacego Ric > — K - g (nalezy zwréci¢
uwage, ze tutaj rozwazanym operatorem jest %A)

3. SZKIC DOWODU

Dla u bedacego rozwiazaniem (9; — L)u wyznaczamy (0; — L)(3|Vu/?). Otrzymany wzor
nosi nazwe wzoru Bochnera (przynajmniej w przypadku rozmaitosci, zob. (1)):

(0, — L) (;|Vu|2) — _[V2%f? — V2h(Vu, V). (B)
Pominiemy tutaj bezposredni rachunek prowadzacy do tej rownosci.
(1 = 2) Jedli przyjmiemy, ze V2h > K - I, to wzér Bochnera (B) daje nam
@ — L) <;|Vu|2) < —K|Vul>.

Innymi stowy, funkcja g := e 25¢|Vu|? spehia (0; — L)g < 0. Pozostaje skorzysta¢ ze wzoru
Duhamela

O (Ps—19t) (x) = Ps—4[(0r — L)gi]().
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Dowdd ponownie opiera sie na bezposrednim rachunku; wymaga skorzystania z faktu, ze
pi(x,y) spelnia réwnanie ciepta wzgledem L, a nastepnie zastosowania catkowania przez
czesci. 7 polaczenia dotychczasowej wiedzy wynika, ze

0, (Puci™ | Vuil?) (y) < 0.

Mozemy wigc wywnioskowadé, ze warto$é powyzszej funkeji w chwili t = s (czyli €255|Vu,|*(z))
jest niewigksza niz ta w chwili ¢ = 0 (czyli Ps|Vug|*(z)). T to dokladnie jest warunek (2),
tylko inaczej zapisany (nalezy pamietaé, ze u; = Pyuy).

(2 = 3) To wynikanie jest proste, gdyz warunek (3) jest istotnie stabszy niz (2) — wszak
(2) jest nier6wnoscia punktowa, a (3) globalna. Z faktu, ze p; jest miara probabilistyczna,
wynika, ze wielko$¢ PV f|*(z) jest oszacowana przez ||V f]|oo, a wiec

VP, f(x)* < e MBIV fP(z) < eV
Wziecie supremum po lewej stronie prowadzi do (3).

(2 = 1) Nieréwnoé¢ |Vu|[*(y) < e 2K1P|Vuo|?(y) jest réwnoscia w chwili ¢ = 0, wiec
mozemy ja zrozniczkowac, to znaczy rozwazy¢ granice

1
0< n (Pt|Vu0\2 — eZKt|Vut|2)
= L|Vu|* = 2K|Vul* — 0,|Vul|? (w chwili t = 0)
= 2(|V?ug|* + V?h(Vug, Vug) — K|Vug|?). (na mocy (B))

Przypusémy teraz, ze V2h(v,v) = K — ¢ w pewnym punkcie z € M i dla pewnego wektora
jednostkowego v. Mozemy wtedy dobraé funkcje ug, dla ktérej w tym punkcie mamy Vu(z) =
v oraz Vu(z) = 0. Otrzymana wyzej nieréwno$¢ w punkcie x daje 0 > —2¢, co prowadzi do
Sprzecznosci.

Dowdd (3 = 1) przebiega podobnie, ale wymaga wiekszej uwagi przy konstrukeji funkeji
testowej ug. Nalezy upewnié sie, ze |Vug| = 1 i [V2uo| = 0 na pewnym otoczeniu z, jak
réwniez |Vug| < 1+ 5 na R". Szczegoly mozna znalezé w [vRS05, Sec. 3], cho¢ niestety tez
nie wszystkie.
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